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Abs tract: Th e goodn ess-of-f it test for m ulti-dimensional
correlation s is a complex problem. In o rd er to s olv e this problem,
thi s paper generali zes the likelihood ratio meth od based on th e
probabi lit y integ ral t ranslat ion for a sing le s toch astic variable
dis tribu tion , w hich dev eloped by Berk owi tz in 2001, to the case of
mul ti-variable dis t ributions. Monte Carlo exp eriments show that th e
likelih ood ratio tes t based on th e p robabili t y integ ral t rans lation is
robus t for the goodness-of-fi t t es t fo r mul ti-dimensional co rrelations
and is especially ef fectiv e wi th smal l samples.
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于 1959年提出 ,即 Sklar定理
[1 ]
:
对于多元分布函数 F , 如果它的边际分布函数
F1 (x 1 ) , F2 ( x2 ) , … , Fn ( xn )均连续 ,则其 Copula函
数具有唯一形式:
F (x 1 , x2 ,x 3 ,… , xn ) =















信息标准 ,例如 Aikaike信息标准 ( AIC)、似然函数值




于另一个模型; 因此 ,需要对 Copula发展一套能弥补
信息标准不足的拟合优度 ( GOF)检验方法。
对于单变量分布函数来说 , GO F检验方法通
常用著名的 Anderson-Darling检验、 Kolmogo rov-
Smirnov检验、 Cremer-von Mises检验以及半定量
























































积分变换 ( CPI T) , 即给定一个 d维多变量分布函
数 ,该变换将这些具有某种相关结构的随机变量变









令Z= ( Z1 , Z2 ,… ,Zd )是来自边际分布为 Fi (zi )
= P (Zi≤ z i )、条件分布为 Fi|1,… , i- 1 ( Zi≤ zi|Z1= z 1 ,
Z2= z 2 ,… , Zi - 1= zi- 1 )的随机变量矢量。其中 i= 1,
… ,d。 Z的 CPIT定义为 T ( Z )= ( T 1 ( Z1 ) , T 2 ( Z2 ) ,
… , Td ( Zd ) ) , 其中:
T 1 ( Z1 ) = P ( Z1≤ z 1 ) = F1 (z 1 ) ,
T 2 ( Z2 ) = P ( Z2≤ z 2|Z1 = z 1 ) = F2|1 (z 2|z 1 ) ,
　 
Td ( Zd ) = P ( Zd≤ z d|Z1 = z 1 ,
　　　　 Z2 = z 2 ,… , Zd- 1 = zd - 1 ) .
( 2)














对于单变量分布 ( d= 1)来说 ,检验经过 CPIT
变换后的数据具有独立同分布的性质有很多的方
法 ,如基于观测密度函数与理论密度函数距离的
Kupier检验、 Kolmogo rov-Smirnov检验、 Cremer-









正态分布 ,即 {X i= H
- 1














原因为: 1)在计算上 ,该变换容易实现 ; 2) 容易计
算 Gauss似然函数以及构造似然比 ( LR)检验统计
量 ; 3) 基于正态变换后的似然比检验具有非常好
的统计性质以及有限样本行为。
由下面的引理可以知道 ,关于随机变量 Z的分
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: 假设 f ( Z )是 Z的真实密度函数 ,
f
^
( Z )是 Z的模型密度函数 , J (V )是 CPIT变换后
的随机变量的密度函数 , H(V )是均值为 0、 协方差
为单位矩阵的正态分布函数 ,则









域 ,如果 f ( Z )> f
^
(Z ) , 则在均值为 0、 协方差为单
位矩阵的正态分布定义空间相应的点或者区间同样








组数据 Vt≡ {Vi } , 再通过对变换后的数据作正态分
布变换 {X i= H
- 1



















Vt - u = A (Vt- 1 - u ) + et . ( 4)
从而零假设: u= 0, A= Od× d , E(et )= Id× d。式中 , O
为零矩阵 ,符号E表示协方差。
显然 ,如果采取简单的去掉第 1个观察数据的
方法 ,则与式 ( 3)相联系的似然函数是:








(z t - u - Az t- 1 +
Au )′C (zt - u - Azt- 1+ Au ) t . ( 5)
其中: N为观测数据的组数 , C为et的协方差矩阵。
为了联合检验零假设: u= 0, A= Od× d , E(et )
= Id× d , 定义统计量 ,
LR = - 2(L ( 0,O, Id× d ) - L (u , A ,C ) ) . ( 6)
那么在零假设下 ,统计量 LR～ i
2 3
2
d (d+ 1) 。
备择假设可以推广到任意 k阶自回归滞后项情
形 ,即
Vt - u = A1 (Vt- 1 - u ) + A2 (Vt- 2 - u ) + … +
Ak (Vt- k - u ) + et . ( 7)
这时 ,似然函数与似然比统计量的构造都与式 ( 5)—
( 6)类似。
定义外积∨ 运算为: 若 x=
a
b








Vt - u =
A1 (Vt- 1 - u ) + … + Ak (Vt- k - u ) +
Γ1 (Vt- 1 - u ) ∨ (Vt- 1 - u) + … +












能够区分 Gauss Copula和 t-Copula, 则显示统计量
能检测到分布的肥尾特征 ; 若统计量检验能够区分




Cmix = ( 1 - p )Cg + pCa ,　 p∈ [0, 1 ]. ( 9)
其中: Cg为 Gauss Copula; Ca为备选分析的 Copula
函数 ,或 Clayton-Copula, 或 t-Copula; p为混合几
率。 如 果 p = 0, 则 Cmix就 是 Gauss Copula;
如果 p= 1, 则 Cmix就是 Clay ton-Copula或 t-Copula。
若 0 < p < 1, 以几率 ( 1- p )从 Gauss Copula中抽
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本文重复 1 000次上面的过程 , n表示模拟的样本数
目。 Monte Ca rlo模拟实验结果见图 1与图 2。
图 1　备择假设 Cmix为 Clayton-Copula
图 2　备择假设 Cmix是 t-Copula
















测误差 ; 如果由于错误的平均假设 ,那么意味着过
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